Модуль 1. Линейная алгебра 

Лекция 1. 
МАТРИЧНЫЕ ОБЪЕКТЫ.  
МАТРИЦЫ. ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ МАТРИЦЫ. 
ОПЕРАЦИИ НАД МАТРИЦАМИ.
СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ.

В разделе линейная алгебра будут изучаться объекты трех родов: матрицы, пространства и алгебраические формы.

Определение. Матрицей размера mn называется прямоугольная таблица чисел, состоящая из m строк и n столбцов.
Числа стоящие в матрице называются ее элементами и обозначаются переменной (буквой) с двумя индексами, первый из которых равен номеру строки, а второй  номеру столбца в пересечении которых находится данный элемент. 
Элементы матрицы обычно обозначаются малыми буквами, а сами матрицы  соответствующими заглавными. Если матрица задаётся перечислением своих элементов, то таблица элементов заключается в круглые или квадратные скобки. 
Например, матрица A размера 23 записывается в виде: 





Эта матрица состоит из 6 элементов , где =1,2 – есть номер строки, =1,2,3 – номер столбца.
Матрицы используются в технических науках и в экономике для записи табличной информации. В программировании матрицы называются двумерными массивами.

Матрица у которой число строк равно числу столбцов называется квадратной, а число строк (столбцов) этой квадратной матрицы называется  ее порядком. Квадратная матрица  – го  порядка состоит из   n2  элементов.
Каждой квадратной матрице по определённому правилу сопоставляется число, которое называется определителем этой матрицы.
Определитель, в отличие от матрицы обозначается вертикальными линиями:


Определение: Транспонированной матрицей для матрицы A называется матрица AT, столбцами которой являются соответствующие строки матрицы A.

Диагональ, исходящая из левого верхнего угла матрицы, называется её главной диагональю. Транспонированная матрица AT симметрична  относительно главной диагонали.
Некоторые виды матриц и их определители



Определение. Квадратная матрица, у которой ниже главной диагонали стоят нулевые элементы (=0 при ij) называется верхнетреугольной. Матрица, у которой выше главной диагонали стоят нулевые элементы (=0 при ij) называется нижнетреугольной. 
Их схематичное строение соответственно имеет вид:


      и    

Здесь 0 – означает нулевые элементы, а  – произвольные элементы.
Верхне и нижнетреугольные матрицы называются треугольными.
Теорема. Определитель квадратной треугольной матрицы равен произведению её элементов, стоящих на главной диагонали, т.е. 

.
Например,


Определение. Квадратная матрица, у которой вне главной диагонали стоят нулевые элементы, называется диагональной.

Её схематический вид:     
Диагональная матрица является и верхне – и нижнетреугольной, поэтому её определитель также равен произведению элементов, стоящих на главной диагонали.
Диагональная матрица, у которой на главной диагонали стоят только единичные элементы называется единичной матрицей. Она обозначается через:


Определитель единичной матрицы равен 1, т.е. E=1.

Матрица произвольных размеров:


,


где  при , называется квазитреугольной (ступенчатой или трапециевидной).
Операции над матрицами
Над матрицами одинаковой размерности можно производить следующие операции: сложение, умножение матрицы на число и вычитание матриц.
При определенных условиях можно умножать матрицы и находить обратные к ним. 
Первые три операции называются линейными.
Определение. Суммой матриц A и B одинакового размера называется матрица C=A+B того же размера каждый элемент cij которой равен aij+bij.

Пример. 
Матрицы разного размера складывать нельзя. 
Эти операции обладают свойствами:
а) коммутативности (A+B=B+A),
б) ассоциативности ((A+B)+C=A+(B+C))
в) дистрибутивности ((A+B)=A+B). 
Определение. Произведением матрицы A размера mn на число , называется матрица B=A размера mn, каждый элемент bij  которой равен aij.


Пример.        

Операцию умножения матриц определим в два этапа.
Определение. Произведением строки A из n элементов на столбец B из n элементов называется число AB, равное сумме произведений соответствующих элементов строки и столбца, т.е. 



Замечание. Строку и столбец разной длины перемножать нельзя.


Пример.   
Определение. Произведением  матрицы A размера mn на матрицу B размера nk называется матрица C размера mk, каждый элемент cij которой равен произведению i –ой строки матрицы A на i–ый столбец матрицы B, т.е.




Пример.  Пусть , . Найдём матрицы AB и BA. 






Мы видим, что ABBA, т.е. умножение матриц свойством коммутативности не обладает.
Единичная матрица E играет роль единицы при умножении на квадратную матрицу, т.е. для любой квадратной матрицы A верно равенство:    AE=EA=A.
Произведение матриц соответствующих размеров обладает свойствами:
а) ассоциативности  A (BC)=(AB) C; 
б) дистрибутивности  A (B+C)=AB+AC и (B+C) A=BA+CA.
Кроме того для квадратных матриц AB=AB, т.е. определитель произведения матриц равен произведению их определителей.

Контрольные вопросы
1. Что называется матрицей?
2. Какие матрицы называются равными?
3. Какую матрицу называют единичной матрицей?
4. Какие операции можно проводить над матрицами?
5. Что называется определителем матрицы? 

Задания
1. 

2. 

3. 
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